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Bu çalışmada, betonarme uzay çubuk sistemlerin dış yükler altındaki doğrusal olmayan davranışla-
rının incelenmesi, taşıma kapasitelerinin bulunması ve deprem performanslarının belirlenmesi 
amacıyla bir artımsal analiz yöntemi geliştirilmiştir. Yöntemde betonarmenin doğrusal olmayan 
davranışı ve geometri değişimlerinin denge denklemlerine etkisi gözönüne alınmaktadır. Geliştiri-
len artımsal analiz yönteminde, doğrusal olmayan şekildeğiştirmelerin plastik kesit adı verilen ve 
sınırlı plastik şekildeğiştirme kapasitesine sahip olan belirli kesitlerde toplandığı, bunların dışında-
ki bölgelerde sistemin doğrusal-elastik davrandığı gözönünde tutulmaktadır. Böylece, basit eğilme 
etkisindeki sistemlere uygulanmakta olan plastik mafsal hipotezi, bileşik iç kuvvet durumunu da 
kapsayacak şekilde genelleştirilmiş olmaktadır. Ayrıca, plastik kesitlerdeki rijit-plastik davranış 
modeli, pekleşme ve gevşeme (ani dayanım kaybı) etkilerini içerecek şekilde genişletilmiştir.  Doğ-
rusal olmayan analizde, düşey işletme yüklerinin bu yükler için öngörülen bir yük katsayısı ile çar-
pımından oluşan belirli değerleri altında, aralarındaki oran sabit kalacak şekilde değişen yatay 
yüklere göre hesap yapılmaktadır. Uygulanan yöntemde, her plastik kesitin oluşumundan sonra o 
kesitteki plastik şekildeğiştirmeleri ifade eden plastik şekildeğiştirme parametresinin yeni bir bilin-
meyen olarak alınması ve kesitteki iç kuvvet durumunun değişimi ile plastik şekildeğiştirme para-
metresi arasındaki bağıntıyı ifade eden yeni bir denklemin denklem takımına ilave edilmesi öngö-
rülmüştür. Önerilen yöntemin pratik uygulamaları için bilgisayar programları hazırlanmıştır. Bu 
bilgisayar programlarından yararlanarak, betonarme yapı sistemlerinin malzeme ve geometri deği-
şimleri bakımından doğrusal olmayan analizi etkin bir şekilde yapılabilmektedir. 
 
Anahtar Kelimeler: Doğrusal olmayan analiz, deprem performansı, artımsal analiz, pekleşen ideal 
elasto-plastik, gevşemeli ideal elasto-plastik. 
Betonarme yapı sistemlerinin doğrusal olmayan hesabı için 
bir artımsal analiz yöntemi  
 
Günhan AKSOYLU*, Erkan ÖZER 
İTÜ Fen Bilimleri Enstitüsü, Yapı Mühendisliği Programı, 34469, Ayazağa, İstanbul 
G. Aksoylu, E. Özer 
 36
An incremental method for non-linear 




The use of elastic-plastic analysis and design 
methods, which consider the non-linear behavior of 
reinforced concrete as well as the non-linearity 
caused by geometrical changes, may result in both 
more realistic and more economical solutions for 
reinforced concrete structures.  Furthermore, by the 
use of these methods, the earthquake performance of 
existing reinforced concrete structures can also be 
evaluated. 
 
In this study, an incremental method is developed for 
the analysis of materially and geometrically nonlin-
ear reinforced concrete structures subjected to fac-
tored constant gravity loads and proportionally in-
creasing lateral loads. The classical plastic hinge 
concept, applicable to the case of simple bending, is 
extended to cover the case of combined biaxial 
bending. Also, strain-hardening and strain-softening 
behaviors are considered. 
 
The investigation covers the actual internal force-
deformation relationships, the yield conditions and 
the piecewise linear idealization of non-linear be-
havior of R/C structural elements. The non-linear 
behavior models for reinforced concrete and the 
idealized models used in this study are explained in 
detail. This investigation is based on three basic as-
sumptions made for reinforced concrete, such as 
 
a- plane sections remain plane after bending, 
b- full bond exists between concrete and reinforc-
ing steel, 
c- tensile strength of concrete is negligible after 
cracking. 
 
In the incremental analysis method developed  
herein, the structure is analyzed under factored 
constant gravity loads and monotonically increasing 
lateral loads.  At the end of the analysis, the  lateral 
load-lateral displacement relationship (capacity 
curve) is determined under factored gravity loads.  
When the gravity loads are known, the member axial 
forces can be easily estimated through the 
equilibrium equations. Thus, the second-order 
effects are linearized by calculating the elements of 
stiffness and loading matrices for the estimated 
constant axial forces. 
In this method, the structure is analyzed for 
successive lateral load increments.  At the end of 
each load increment, the state of internal forces at a 
certain critical section reaches the limit state 
defined by the yield condition, i.e. a plastic section 
forms.  Since the yield vector is assumed to be nor-
mal to the yield surface, the plastic deformation 
components may be represented by a single plastic 
deformation parameter which is introduced as a new 
unknown for the next load increment. Thus, an 
equation is added to the system of equations to 
express the relationship between the change of the 
state of internal forces and the plastic deformations 
developed in the last formed plastic section.  This 
equation is linear, because the yield and  ultimate 
capacity surfaces are idealized as composed of 
planes. 
 
Since the system of linear equations corresponding 
to the previous load increment has already been 
solved, the solution for the current load increment is 
obtained through the elimination of the new 
unknown. 
 




have been developed and coded in Fortran 
programming language.   
 
For the numerical illustration of the method, the 
non-linear behaviors of two reinforced concrete 
structural systems are examined in detail. The rein-
forced concrete frames are analyzed by the second-
order, elastic-plastic theory under constant factored 
gravity loads and monotonically increasing lateral 
forces.  The analyses are carried out by means of the 
above computer programs. In each analysis, several 
numerical results, such as 
 
a- the second-order limit load (ultimate load 
carrying capacity), 
b- base shear versus lateral top displacement 
diagram, 
c- total number of plastic sections and the plastic 
hinge pattern, 
d- lateral load parameters for the first plastic 
sections developed in beams and columns 
are obtained. 
 
Keywords: Non-linear static analysis, earthquake 
performance, incremental analysis, strain-
hardening,strain-softening.
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Giriş 
Mevcut yapı sistemlerinin deprem güvenlik ve 
performanslarının belirlenmesinde, çok kere ile-
ri analiz ve değerlendirme yöntemlerine başvu-
rulması gerekmektedir. Doğrusal olmayan teori-
yi esas alan hesap ve boyutlandırma yöntemle-
rindeki gelişmelerden yararlanarak, yapı sistem-
lerinin dış etkiler altındaki gerçek davranışları 
daha yakından izlenebilmekte ve özellikle yer-
değiştirme ve şekildeğiştirmelere bağlı deprem 
performansının daha gerçekçi olarak değerlendi-
rilmesi mümkün olmaktadır.  
 
Diğer taraftan, yeni inşa edilecek olan binaları 
daha rasyonel ve daha ekonomik olarak boyut-
landırmak için, yapı taşıyıcı sistemlerinin gide-
rek daha narin yapılabilmesi isteği her geçen 
gün artmaktadır. Bunu sağlamak amacıyla mal-
zemelerin orantı sınırı üstündeki taşıma kapasi-
telerini de gözönüne alan elastoplastik hesap 
yöntemlerinden yararlanılması uygun olmakta-
dır. Ancak, narin yapılarda yerdeğiştirmeler 
önem kazanmakta ve geometri değişimlerinin 
denge denklemlerine etkisinin de hesaba katıl-
ması gerekmektedir. Bunun sonucu olarak, ge-
rek malzeme, gerekse geometri değişimleri ba-
kımından doğrusal olmayan sistemlerin analiz 
ve boyutlandırma yöntemlerine gereksinim art-
maktadır. 
 
Düşey ve yatay yükler etkisindeki bir yapı sis-
teminin doğrusal olmayan teorilere göre hesabı 
ile elde edilen yük parametresi-yerdeğiştirme 
(P-∆) diyagramları Şekil 1 de şematik olarak 
gösterilmişlerdir. Malzeme ve geometri deği-
şimlerinin doğrusal olmayan etkilerinin birlikte 
gözönüne alındığı durumda, yani bir yapı siste-
minin ikinci mertebe elastoplastik teoriye göre 
hesabında, oluşan plastik mafsallar nedeniyle 
rijitliği azalan sistemin burkulma yükü dış yük 
parametresinin altına düşer, diğer bir deyişle, P-
∆ diyagramında artan yerdeğiştirmelere azalan 
yükler karşı gelir. Sistemde stabilite yetersizli-
ğine neden olan bu yük parametresine ikinci 
mertebe limit yük denilmektedir.  
 
Yapı sistemlerinin malzeme ve geometri deği-
şimleri bakımından doğrusal olmayan teoriye 
göre analizini amaçlayan yöntemlerin geliştiril-
mesi (Powell ve Chen, 1986; Özer, 1987; İrtem, 
1991; Attalla vd., 1995; Girgin, 1996; Graham, 
2003) ve bu yöntemlerin mevcut betonarme ya-
pı sistemlerinin deprem performanslarının belir-
lenmesine uygulanması (Chopra ve Goel, 1999; 
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Şekil 1. Birinci ve ikinci mertebe teorilerine gö-
re yük parametresi-yerdeğiştirme bağıntıları  
 
Bu çalışmada, betonarme yapı sistemlerinin de-
ğişen dış yükler altındaki doğrusal olmayan 
davranışlarının incelenerek statik itme analizle-
rinin yapılması, taşıma kapasitelerinin bulunma-
sı ve deprem performanslarının değerlendiril-
mesi amacıyla kullanılmak üzere, bir artımsal 
analiz yönteminin geliştirilmesi amaçlanmıştır. 
Yöntemde betonarmenin doğrusal olmayan dav-
ranışı ve geometri değişimlerinin denge denk-
lemlerine etkisi gözönüne alınmaktadır.  
 
Geliştirilen artımsal analiz yönteminde, doğru-
sal olmayan şekildeğiştirmelerin plastik kesit adı 
verilen ve sınırlı plastik şekildeğiştirme kapasi-
tesine sahip olan belirli kesitlerde toplandığı, 
bunların dışındaki bölgelerde sistemin doğrusal-
elastik davrandığı gözönünde tutulmaktadır.  
Böylece, basit eğilme etkisindeki sistemlere uy-
gulanmakta olan plastik mafsal hipotezi, bileşik 
iç kuvvet durumunu da kapsayacak şekilde ge-
nelleştirilmiş olmaktadır. Ayrıca, plastik kesit-
lerdeki rijit-plastik davranış modeli, pekleşme 
ve gevşeme (ani dayanım kaybı) etkilerini içe-
recek şekilde genişletilmiştir. Bu şekilde, plastik 
mafsal hipotezini ve bu hipotezin genelleştiril-
mesi ile oluşan plastik kesit kavramını da kap-
sayan bir genel yaklaşım oluşturulması amaç-
lanmaktadır. 
G. Aksoylu, E. Özer 
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Betonarme kesitlerde eğilme momenti 
-eğrilik (M-χ) bağıntıları ve bu  
bağıntıların idealleştirilmesi 
Beton çeliğinin pekleşme etkisinin hesaba katıl-
dığı bir betonarme kesitin gerçek eğilme mo-
menti-eğrilik (M-χ) bağıntısı Şekil 2 de şematik 
olarak gösterilmiştir. M-χ bağıntısında,           
1L  noktası kesitte plastik şekildeğiştirmelerin 
başlamasına karşı gelen durumu, 2L  noktası ise 
kesitin taşıma kapasitesine eriştiği durumu ifade 
etmektedir. 
 
Şekil 2 üzerinde gösterilen idealleştirmede, 
χ−M  bağıntısının 21 LLO −−  noktalarını bir-
leştiren iki doğru parçasından oluştuğu varsayı-
mı yapılmaktadır. Doğrusal olmayan şekil-
değiştirmelerin sistem üzerinde sürekli olarak 
yayıldığının gözönüne alındığı ve/veya pekleş-
me etkisinin hesaba katıldığı hesap yöntemle-
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Şekil 2. Betonarme kesitlerde gerçek ve idealleş-
tirilmiş χ−M  diyagramları  
 
Plastik kesitlerde idealleştirilmiş  
eğilme momenti-plastik dönme (M-θp)  
bağıntısı 
Doğrusal olmayan şekildeğiştirmelerin plastik 
kesit adı verilen belirli kesitlerde yığıldığı, bu-
nun dışındaki bölgelerdeki davranışın doğrusal-
elastik olduğu varsayımına dayanan sistem he-
saplarında, plastik kesitlerdeki idealleştirilmiş 
eğilme momenti-plastik dönme (M-θp) bağıntı-
larına gerek olmaktadır. 
Sabit N=No normal kuvveti ve tek eksenli eğil-
me momenti ile zorlanan bir plastik kesitteki 
eğilme momenti-plastik dönme (M-θp) bağıntısı, 
idealleştirilmiş M-χ diyagramından yararlanarak 
elde edilebilir. Örneğin, pl  plastik bölge uzun-
luğunu göstermek üzere, Şekil 2 üzerinde açık-
lanan idealleştirme için M-θp  bağıntısı 
 
pLp l)( 1χχθ −=                                            (1) 
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Şekil 3. Plastik kesitlerde idealleştirilmiş Eğilme 
Momenti-Plastik Dönme (M- pθ ) bağıntısı 
 
Karşılıklı etki diyagramları (akma ve 
taşıma kapasitesi eğrileri) ve bu diyag-
ramların idealleştirilmesi  
Bileşik eğilme etkisindeki bir betonarme kesitte 
plastik şekildeğiştirmelerin başlamasını (kesitin 
akmasını) ifade eden akma eğrisinin ve iç kuv-
vet durumunun kesitin taşıma kapasitesine ulaştığı 
duruma karşı gelen taşıma kapasitesi eğrisinin, 
doğru parçalarından oluşacak şekilde nasıl ideal-
leştirilebileceği Şekil 4 üzerinde gösterilmiştir. 
 
Benzer şekilde, N eksenel kuvveti ve zx MM ,  
eğilme momentleri etkisindeki bir betonarme 
kesitte, N=No sabit eksenel kuvveti için, gerçek 
ve idealleştirilmiş zx MM −  karşılıklı etki di-
yagramları Şekil 5 te şematik olarak verilmiştir. 






















Şekil 4. Gerçek ve idealleştirilmiş NM − karşı-
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Şekil 5. Gerçek ve idealleştirilmiş zx MM −  
karşılıklı etki diyagramları 
 
Varsayımlar 
Artımsal analiz yönteminin geliştirilmesinde 
gözönünde tutulan başlıca varsayımlar aşağıda 
açıklanmıştır. 
a- Bileşik eğilme etkisindeki betonarmeçubuk 
elemanlarda, sabit normal kuvvet altındaki 
eğilme momenti-eğrilik ( )χ−M  bağıntıla-
rının, Şekil 6’da gösterildiği gibi, iki doğru 
parçasından meydana gelecek şekilde ideal-
leştirilebileceği varsayılmaktadır.  
b- Doğrusal olmayan eğilme ve uzama 
şekildeğiştirmelerinin plastik kesit adı veri-
len belirli kesitlerde yığıldığı, bu kesitler dı-
şındaki bölgelerde sistemin doğrusal-elastik 
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Şekil 6. İdealleştirilmiş eğilme momenti-eğrilik 
bağıntısı 
c- Kesme kuvvetlerinin ve burulma momentinin 
akma koşuluna ve kesitin taşıma kapasitesine 
etkileri terkedilmiştir.   
d- Akma vektörünün akma yüzeyine dik olduğu 
ve iç kuvvet durumunun değişimi sırasında 
doğrultusunun sabit kaldığı varsayılmaktadır. 
Bu varsayım betonarme kesitler üzerinde sa-
yısal olarak irdelenmiştir, (Şekil 7). 
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Şekil 7. Bileşik eğilmede akma vektörleri 
 
e- Bileşik eğik eğilme etkisindeki betonarme 
kesitlerde, her eğilme doğrultusu için ayrı ay-
rı olmak üzere, idealleştirilmiş χ−M  bağın-
tısının AB parçasının eğiminin normal kuv-
vetten ve diğer doğrultudaki eğilme momen-
tinden bağımsız olduğu varsayılmaktadır. Bi-
leşik eğilmede çeşitli normal kuvvet düzeyle-
ri için ve bileşik eğik eğilmede çeşitli Mz 
eğilme momenti değerleri için çizilen eğilme 
momenti-eğrilik ( )xxM χ−  diyagramları üzerin-
de bu varsayım sayısal olarak irdelenmiştir, 
(Şekil 8, Şekil 9). 



















N=-765.63 kN       
N=-612.50 kN    
N=-306.25 kN        
N=0        
 
 























Şekil 9. Mz Eğilme Momentinin çeşitli değerleri 
için ( )hM xx χ−  diyagramları  
 
f- Yapı sisteminin narinliğine ve normal kuvvet-
lerin büyüklüğüne bağlı olarak, birinci veya 
ikinci mertebe teorilerinden biri uygulana-
bilmektedir. İkinci mertebe teorisinde denge 
denklemleri şekildeğiştirmiş eksen üzerinde 
yazılmaktadır. 
g- Çubukların asal düzlemleri içindeki yer-
değiştirmelerin denge denklemlerine etkisi 
gözönüne alınmakta, burulma yerdeğiştir-
melerinden oluşan ikinci mertebe etkileri 
terk-edilmektedir. 
h- Sistemi oluşturan çubuklar doğru eksenli, sa-
bit enkesitlidir ve normal kuvvet çubuk bo-
yunca sabittir. Bu koşulların sağlanmadığı 
çubuklar doğru eksenli, sabit enkesitli ve 
normal kuvveti sabit varsayılabilen yeter de-
recede küçük parçalara ayrılarak idealleştiri-
lebilirler. 
Yük artımı yönteminin esasları 
Bu çalışmada, yapı sisteminde plastik kesitlerin 
oluşumunu ve plastik kesitlerdeki iç kuvvet du-
rumlarının değişimini izleyen bir artımsal analiz 
yöntemi geliştirilmiştir. 
 
Yöntemde, düşey işletme yüklerinin bu yükler 
için öngörülen bir katsayı ile çarpımından olu-
şan sabit düşey yükler altında, aralarındaki oran 
sabit kalacak şekilde monoton olarak değişen 
yatay yükler için hesap yapılmaktadır. 
 
Tek ve iki eksenli bileşik eğilme etkisindeki be-
tonarme çubuk elemanlar için, sırasıyla doğru 
ve düzlem parçalarından oluşan idealleştirilmiş 
akma ve taşıma kapasitesi bağıntılarının kulla-
nılması öngörülmektedir. Böylece, betonarme 
sistemlerde akma ve taşıma kapasitesi koşulları-
nın doğrusal denklemlere dönüştürülmesi sağla-
nabilmektedir.   
 
Artan dış yükler altında plastik kesitlerdeki iç 
kuvvetler akma ve taşıma kapasitesi sınır du-
rumları arasında değişmekte, buna paralel ola-
rak iç kuvvetler doğrultularında sonlu plastik 
şekildeğiştirmeler meydana gelmektedir. Bir 
veya iki eksenli bileşik eğilme etkisindeki bir 
plastik kesitte oluşan plastik şekildeğiştirmeler, 
akma vektörünün diklik özelliği nedeni ile, plas-
tik şekildeğiştirme parametresi adı verilen tek 
bir plastik şekildeğiştirme bileşenine bağlı ola-
rak ifade edilebilirler. 
 
Uygulanan artımsal analiz yönteminde, her plas-
tik kesitin oluşumundan sonra, o kesitteki plas-
tik şekildeğiştirmeleri temsil eden plastik 
şekildeğiştirme parametresinin yeni bir bilinme-
yen olarak alınması ve plastik kesitteki iç kuv-
vet durumunun değişimi ile plastik şekil-
değiştirme parametresi arasındaki bağıntıyı ifa-
de eden yeni bir denklemin denklem takımına 
ilave edilmesi öngörülmüştür. Bir önceki adıma 
ait denklem takımı indirgenmiş olduğundan, 
sözkonusu adıma ait çözüm sadece yeni bilin-
meyenin ve yeni denklemin indirgenmesi ile el-
de edilebilmektedir. 
 
Özellikle betonarme yapı sistemlerinde, dış yük-
ler yapı sisteminin taşıma kapasitesine erişme-
Betonarme yapı sistemlerinin doğrusal olmayan analizi 
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den önce, büyük yerdeğiştirmeler ve plastik ke-
sitlerdeki büyük plastik şekildeğiştirmeler nede-
niyle sistem işletme dışı olarak göçebilmektedir. 
Diğer taraftan, betonarme yapı sistemlerinin 
deprem etkileri altındaki performansı, plastik 
kesitlerdeki plastik şekildeğiştirmelere veya 
bunlardan yararlanarak hesaplanan beton ve do-
natı çeliği boydeğişmelerine bağlı olarak belir-
lenmektedir. Uygulanan artımsal analiz yönte-
minde, düğüm noktalarının yerdeğiştirmelerinin 
yanında, plastik kesitlerdeki plastik şekildeğiş-
tirmeler de (örneğin, plastik mafsal dönmeleri) 
bilinmeyen olarak seçildiklerinden, yapı siste-
minin göçme yükünün ve deprem performansı-
nın belirlenmesi için bu büyüklüklerin ayrıca 
hesabına gerek kalmamaktadır. 
 
Akma koşulu, akma vektörü ve akma 
sırasındaki iç kuvvet değişimleri 
F1, F2 iç kuvvetleri etkisindeki bir kesite ait ak-
ma ve taşıma kapasitesi eğrileri ile akma sıra-
sında bu iç kuvvetler doğrultularında oluşan d1, 
d2 plastik şekildeğiştirmelerini içeren akma vek-
törü Şekil 10’da şematik olarak gösterilmiştir. 
F1(d1)-F2(d2) dik koordinat sisteminde, verilen 
bir iç kuvvet durumu, koordinatları F1 ve F2 
olan bir G noktası ile temsil edilebilir. İç kuvvet 
durumunun K1(F1,F2)=0 akma koşulunun belir-
lediği akma eğrisinin içinde bulunması (G1 nok-
tası), kesitin doğrusal-elastik davrandığını ve plas-
tik şekildeğiştirmelerin oluşmadığını ifade eder. 
 
İç kuvvet durumunun akma eğrisi üzerinde bu-
lunması halinde (G2 noktası) kesitin doğrusal-
elastik davranışı sona erer ve iç kuvvetler doğ-
rultularında sonlu plastik şekildeğiştirmeler 
meydana gelebilir. 
 
Kesitteki plastik şekildeğiştirmeler ),( 21 ddd
G
 
plastik şekildeğiştirme (akma) vektörü ile ta-
nımlanır. Artan dış etkiler altında, G noktası 
akma ve taşıma kapasitesi eğrileri arasında ha-
reket edebilir. Ancak iç kuvvet durumu taşıma 
kapasitesi eğrisinin dışına çıkamaz. 
 
İdeal elasto-plastik malzemeden yapılan kesit-
lerde akma vektörünün akma yüzeyine (veya 






taşıma kapasitesi eğrisiakma eğrisi







Şekil 10. Betonarme kesite ait iç kuvvet  
durumları ve akma vektörü 
 
Bileşik eğik eğilme etkisindeki betonarme kesit-
lerde ise, söz konusu özellik  bazı koşullar altın-
da ve yaklaşık olarak sağlanmaktadır, 
(Çakıroğlu vd., 1999). 
 
Doğrusal-elastik davranışın sona erdiği durumu 
tanımlayan akma koşulu, uzay çubuk sistemler-
de genel olarak altı tane iç kuvvet bileşeni cin-
sinden 
 
0),,,,,( =zxyzx TTNMMMK                         (4) 
 
şeklinde ifade edilir.  
 
Bu bağıntıda xM  ve zM  sırasıyla çubuk ele-
manın x  ve z  eksenleri doğrultularındaki eğil-
me momentlerini, yM  burulma momentini, N  
normal kuvveti, xT  ve zT  kesme kuvvetlerini, 
),,,,,( zxyzx TTNMMMK  ise malzeme karakte-
ristikleri ile enkesit ve donatı özelliklerine bağlı 
olarak belirlenen doğrusal olmayan bir fonksi-
yonu göstermektedir. 
Kesme kuvvetlerinin ve burulma momentinin 
etkilerinin terkedilerek akma koşulunun eğilme 
momentlerine ve normal kuvvete bağlı olarak 
ifade edilmesi halinde (4) bağıntısı 
 
0),,( =NMMK zx                                          (5) 
 
şeklini alır. 
G. Aksoylu, E. Özer 
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Bileşik eğik eğilme etkisindeki kesitlerde, (5) 
bağıntısı ile verilen akma koşulundaki iç kuv-
vetlerden bazılarının sıfır veya terkedilebilir 
mertebede olması halinde, akma koşulu diğer iç 
kuvvetlere bağlı olarak ifade edilir. 
 
Örneğin, zM  eğilme momenti ile N  normal 
kuvvetinin sıfır olduğu plastik kesitler için 
 
0)( 1 =−= Lxx MMMK                                  (6) 
 
akma koşulu yazılabilir.  Burada 1LM , kesitin x  
ekseni doğrultusundaki akma momentini gös-
termektedir.  
 
Yeterli sünekliğe sahip olan yapı sistemlerinde, 
bir kesitteki iç kuvvet durumunun akma yüzeyi 
üzerinde bulunması halinde plastik kesit oluş-
makta ve iç kuvvetler doğrultularında sonlu 
plastik şekildeğiştirmeler meydana gelebilmek-
tedir. 
 
Değişen dış etkiler altında, akma ve taşıma ka-
pasitesi yüzeyleri arasındaki bir iç kuvvet du-
rumunun sonlu değişimi K∆  potansiyel fonksi-


















∂ N∆           (7) 
 
şeklindedir. Bilindiği gibi, rijit-plastik davranış 
gösteren plastik kesitlerde 0=∆K  olmakta, di-
ğer bir deyişle, akma ve taşıma kapasitesi yü-
zeyleri çakışmaktadır. 
Bileşik eğik eğilme durumunda, plastik kesitler-
de toplandığı varsayılan plastik şekildeğiş-
tirmeler ),,( ∆zxd θθ
G
 akma vektörü ile tanımla-
nırlar. Akma vektörünün xθ , zθ  ve ∆  bileşenle-
ri sırasıyla zx MM ,  eğilme momentleri ve N  
normal kuvveti doğrultularındaki sonlu plastik 
şekildeğiştirmeleri göstermektedir. 
 
, ,xo zo oM M N  kesit zorları altında oluşan bir 
plastik kesitteki xxM θ−  bağıntıları Şekil 11 de 
şematik olarak gösterilmiştir. Şekilde kesik çiz-
gi ile belirtilen diyagram plastik kesitin oluştuğu 
durumdaki ),( zozo MMNN ==  eğilme mo-
menti-plastik dönme bağıntısını, dolu çizgi ile 
belirtilen diyagram ise, iç kuvvet durumunun 
akma yüzeyini terkettiği duruma ait 
(1) (1)( , )o z zo zN N N M M M= + ∆ = + ∆  xxM θ−  
bağıntısını ifade etmektedir. 
 











zo ∆M(1) M  =M   +        z z




Şekil 11. Plastik kesitte xxM θ−  bağıntıları 
 
Bileşik eğik eğilme etkisindeki plastik kesitler-
de, pekleşen rijit-plastik olarak idealleştirilen 
eğilme momenti-plastik dönme bağıntısının 
eğiminin normal kuvvetten ve diğer doğrultuda-
ki eğilme momentinden bağımsız olduğunun 
gözönünde tutulması halinde, eğilme momenti 
değişimleri ile plastik dönmeler arasındaki doğ-
rusal bağıntılar; 
 
xxxxxx kMMMM θ−∆=∆+∆=∆ )1()2()1(          (8a) 
zzzzzz kMMMM θ−∆=∆+∆=∆ )1()2()1(       (8b) 
 
şeklinde yazılabilir. Burada xk  ve zk , x ve z ek-
senleri doğrultularında, eğilme momenti-plastik 
dönme bağıntılarındaki pekleşme bölgelerini 
oluşturan doğru parçalarının eğimleridir. For-
müllerdeki (-) işaretleri ise, plastik şekildeğiş-
tirmelerin pozitif yönlerinin iç kuvvetlerin pozi-
tif yönleri ile ters seçilmesinden kaynaklanmak-
tadır. Diğer taraftan, plastik kesitteki normal 
kuvvet-boy değişmesi bağıntısının ideal elasto-
plastik olarak varsayılması nedeniyle; 
 
)1()2()1( NNNN ∆=∆+∆=∆                  (8c) 
 
değerini alır. 
Betonarme yapı sistemlerinin doğrusal olmayan analizi 
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(8) denklemleri ile tanımlanan iç kuvvet deği-
şimleri (7) de yerlerine konur ve 


































KK θθ                   (7a) 
 
denklemi elde edilir.      
 
Akma vektörünün akma yüzeyine dik olduğu 
















∂=∆ θ        (9) 
 
şeklinde tek bir θ  plastik şekildeğiştirme para-
metresine bağlı olarak ifade edilebilirler. 
 
Bu çalışmada, 0),,( =NMMK zx  bağıntısı ile 
tanımlanan akma yüzeyinin düzlem parçaların-
dan oluşacak şekilde idealleştirilmesi öngörül-
mektedir.  Buna göre, akma koşulu için; 
 
1 2( , , ) ...x z x zK M M N A M A M≅ + +             
 3... 0A N B+ + =                                            (10) 
 
doğrusal bağıntısı yazılabilir.  
 
İç kuvvetler doğrultularında oluşan ∆,, zx θθ  












∂=∆   (11) 
 
şeklinde ifade edilirler. 
 
Bileşik eğik eğilme etkisindeki betonarme kesit-
lerde, kesitin akma ve taşıma kapasitesi yüzey-
leri arasındaki plastik davranışını ifade etmek 












K …….   




∂ θ       (12) 
 
denklemi elde edilir. Eşitliğin sağ tarafının sıfır 


















K θ         (12a) 
 
şeklinde de yazılabilir. 
 
Tek eksenli bileşik eğilme etkisindeki kesitlerde 






xM∆ + 021 =+∆∂
∂ θxkANN





Bu çalışmada geliştirilen artımsal analiz yönte-
minin her adımında, üzerinde plastik kesitler 
bulunan bir sistemin bir yük artımı için hesabı 
öngörülmektedir. Matris Yerdeğiştirme Yönte-
minden yararlanarak ve plastik kesitleri hesaba 
katmak üzere yöntemde gerekli değişiklikleri 
yaparak, bilinmeyenlerin iki gruptan oluştuğu 
gözönünde tutulabilir: 
 
a) düğüm noktalarının yerdeğiştirme bileşenleri, 
b) plastik kesitlerdeki doğrusal olmayan eğilme 
ve uzama şekildeğiştirmelerini temsil eden plas-
tik şekildeğiştirme parametreleri.   
Bilinmeyenleri hesaplamak için kullanılan 
denklemler de iki gruptan oluşurlar: 
 
a) düğüm noktalarının yerdeğiştirme bileşenleri 
doğrultularında yazılan denge denklemleri, 
b) plastik kesitlerdeki iç kuvvet değişimleri ile 
plastik şekildeğiştirmeler arasındaki ilişkiyi ifa-
de eden iç kuvvet-şekildeğiştirme bağıntıları.  
 
Düğüm noktalarının yerdeğiştirme bileşenleri 
doğrultularında yazılan moment ve izdüşüm 
G. Aksoylu, E. Özer 
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denge denklemlerinin sistem eksen takımındaki 
matris gösterimi; 




Bu denklemdeki matrislerin tanımları ve nasıl 
elde edilecekleri aşağıda açıklanmıştır. 
 [ ]ddS : üzerinde plastik kesitler bulunmayan sis-
temin rijitlik matrisidir. n adet düğüm noktası 
içeren bir uzay çubuk sistemde [ ]ddS  matrisi 
6n×6n boyutundadır. Betti Karşıtlık Teoremi 
uyarınca [ ]ddS  matrisi esas köşegenine göre si-
metriktir. İkinci mertebe teorisine göre hesapta [ ]ddS  matrisinin elemanları, yerel ikinci mertebe 









l=ψ                          (15)   
 
büyüklüklerine bağlı olarak tayin edilirler. Bu-
rada N eksenel basınç kuvvetini, l çubuk boyu-
nu, xEI  ve zEI  çubuk enkesitinin eğilme 
rijitliklerini göstermektedir. 
 
[d] matrisi, düğüm noktalarının bilinmeyen 
yerdeğiştirme bileşenlerinden oluşan 6n eleman-
lı bir kolon matristir. [ ]θ  matrisi, plastik kesit-
lerdeki m adet bilinmeyen plastik 
şekildeğiştirme parametresini içeren bir kolon 
matristir. 
 [ ]θdS : plastik kesitlerdeki birim plastik şekil-
değiştirmelerin denge denklemlerine etkisini 
ifade eden bir dikdörtgen matristir. Üzerinde m 
sayıda plastik kesit bulunan n düğüm noktalı bir 
uzay çubuk sistemde, bu matrisin boyutu 
6n×m’dir. [ ]θdS  matrisinin k sayılı kolonu, k 
sayılı plastik kesitteki plastik şekildeğiştirme 
parametresinin 1=kθ  değeri için, diğer plastik 
kesitlerdeki plastik şekildeğiştirme parametrele-
ri ve düğüm noktalarının yerdeğiştirme bileşen-
leri sıfır iken, düğüm noktalarına etkiyen uç 
kuvvetlerinden oluşmaktadır.   
[ ]q  dış yük matrisi, düğüm noktalarına etkiyen 
dış yüklerin sistem eksen takımındaki bileşenle-
rinden meydana gelen 6n elemanlı bir kolon 
matristir. 
 
Plastik kesitlerdeki iç kuvvet-plastik şekildeğiş-
tirme bağıntıları, artımsal analizin bir adımında, 
plastik kesitlerdeki iç kuvvetlerin ve plastik 
şekildeğiştirmelerin (12a) denklemini sağladığı-
nı ifade eden bağıntılardır. Bu bağıntılar tüm 
sistem için matris formunda yazılırsa 
 
[ ] [ ] [ ] [ ]0dS d Sθ θθ θ + =                              (16)   
 
şeklini alır. Burada, 
 [ ]dSθ : dış yüksüz sistemde plastik şekildeğiş-
tirmeler sıfır iken, yalnız düğüm noktalarının 
yerdeğiştirme bileşenlerinden dolayı plastik ke-
sitlerde oluşan iç kuvvetlerin akma koşuluna 
etkisini içeren bir matristir. Üzerinde m sayıda 
plastik kesit bulunan n düğüm noktalı bir uzay 
çubuk sistem için bu matris nm 6×  boyutunda-
dır. Bu matrisin β  sayılı kolonu, sistemdeki β  
sayılı yerdeğiştirme bileşeni bir, diğerleri sıfır 
iken bileşik eğik eğilme etkisindeki plastik ke-
sitlerde; 
 
NAMAMA zx ∆+∆+∆ 321                         (17) 
 
iç kuvvet değişimlerini ifade eden terimlerin alt 
alta yazılması ile elde edilmektedir. Akma vek-
törünün akma yüzeyine dik olması veya dik ol-
duğunun varsayılması durumunda, Betti karşıt-
lık teoremi uyarınca; 
 [ ] [ ]Tdd SS θθ =                                                  (18) 
 
olduğundan, [ ]dSθ  matrisinin ayrıca hesaplan-
masına gerek yoktur, (Özer, 1987). 
 
Sθθ   : [ ] [ ]RS +θθ  şeklinde tanımlanan, m×m 
boyutunda bir matristir. Bu matrisi oluşturan [ ]θθS  ve [ ]R  alt matrislerinin elemanları aşağı-
da açıklanmıştır. 
Betonarme yapı sistemlerinin doğrusal olmayan analizi 
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[ ]θθS : mm×  boyutunda bir matristir. Bu matri-
sin k sayılı kolonu, dış yüksüz sistemde düğüm 
noktalarının yerdeğiştirme bileşenleri sıfır iken, 
k sayılı plastik kesitteki plastik şekildeğiştirme 
parametresinin birim değeri için, tüm plastik 
kesitlerdeki; 
 
NAMAMA zx ∆+∆+∆ 321                          (19)  
 
iç kuvvet değişimlerini göstermektedir. Betti 
karşıtlık teoremine göre, [ ]θθS  matrisi esas kö-
şegenine göre simetriktir.  Sistemi oluşturan çu-
bukların herbirinde birden fazla plastik kesit bu-
lunmadığı sürece [ ]θθS  matrisinin sadece esas 
köşegeni üzerindeki terimleri sıfırdan farklıdır. [ ]R : mm×  boyutunda bir köşegen matristir.  
Bu matrisin k sayılı köşegen elemanı, dış yük-
süz sistemde düğüm noktalarının yerdeğiştirme 
bileşenleri sıfır iken, k sayılı plastik kesitteki 
plastik şekildeğiştirme parametresinin birim de-






1 +                                                 (20) 
 
iç kuvvet değişiminden oluşmaktadır. 
 
Yukarıda açıklanan denge denklemleri ve plas-
tik kesitlerdeki iç kuvvet-plastik şekildeğiştirme 
bağıntıları birarada yazıldığında, sisteme ait ge-
nişletilmiş denklem takımı; 
 












       =           
               (21)
              
şeklinde elde edilir.  Bu denklem sisteminin kat-
sayılar matrisi ( ) ( )mnmn +×+ 66  boyutundadır 
ve esas köşegenine göre simetriktir. 
 
Hesapta izlenen yol 
Geliştirilen artımsal analiz yönteminin, sabit dü-
şey yükler ve monoton olarak değişen yatay 
yükler etkisindeki betonarme yapı sistemlerinin 
doğrusal olmayan hesabına uygulanmasında iz-
lenen yol şu adımlardan oluşmaktadır. 
 
i. Düşey işletme yükleri, bu yükler için öngörü-
len bir yük katsayısı ile çarpılarak düşey hesap 
yükleri elde edilir. 
ii. Düşey hesap yüklerinden oluşan çubuk nor-
mal kuvvetleri tahmin edilir. 
iii. Sistem düşey hesap yükleri için ikinci mer-
tebe teorisine göre hesaplanır.  Bu yükler altında 
sistemde plastik kesit oluşması halinde, oluşan her 
plastik kesit için v-vii sayılı adımlar tekrarlanır. 
iv. Sistem yatay yük parametresinin birim değe-
ri için ikinci mertebe teorisine göre hesaplanır. 
Tüm kritik kesitlerdeki iç kuvvet durumları ak-
ma koşullarının belirlediği sınır durumlarla kar-
şılaştırılarak yatay yüklerden oluşan ilk plastik 
kesit belirlenir. 
v. Yeni oluşan plastik kesitteki plastik 
şekildeğiştirme parametresi bilinmeyen olarak 
alınır ve bu bilinmeyene karşı gelen yeni bir 
denklem, denklem takımına eklenir.  Sadece ye-
ni bilinmeyen ve yeni denklem indirgenir. 
vi. Denklem takımı çözülerek sözkonusu adıma 
ait bilinmeyenler hesaplanır. 
vii. Sistemde bir sonraki plastik kesitin oluşu-
muna veya daha önce oluşan bir plastik kesitteki 
iç kuvvet durumunun taşıma kapasitesi sınır du-
rumuna ulaşmasına neden olan yük parametresi 
değişimi bulunarak bu adıma ait toplam yük pa-
rametresi elde edilir. Herhangi bir kesitteki iç 
kuvvet durumunun taşıma kapasitesi sınır du-
rumuna erişmesi halinde hesaba son verilir; aksi 
halde v-vii sayılı adımlar yeterince tekrarlanır. 
 
Bilgisayar programları 
Geliştirilen yöntemin pratik uygulamalarına ola-
nak sağlamak amacıyla, MKAPA ve IMNOSA 
isimli bilgisayar programları hazırlanarak 
FORTRAN dilinde kodlanmıştır. Bu program-
lardan yararlanarak, betonarme uzay çubuk sis-
temlerin doğrusal olmayan statik itme analizi 
yapılarak yatay yük parametresi-yatay yerdeğiş-




Sayısal incelemeler, seçilen iki örnek yapı sis-
temi üzerinde gerçekleştirilmiştir. Bu yapı sis-
temleri sabit düşey yükler ve orantılı olarak de-
ğişen yatay kuvvetler altında malzeme ve geo-
metri değişimleri bakımından doğrusal olmayan 
teoriye göre hesaplanarak yük parametresi-
yerdeğiştirme diyagramları (kapasite eğrileri) 
elde edilmiştir.   
G. Aksoylu, E. Özer 
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Örnek 1 
Geometrisi, enkesitleri ve işletme yükleri Şekil 
12’de verilen tek katlı uzay çubuk sistemin ikin-
ci mertebe elastoplastik hesabı yapılacaktır. Sis-
temin C25 betonarme betonu ve S420 beton çe-


























Şekil 12. Tek katlı betonarme uzay çerçeve ve 
işletme yükleri 
 
Örnek olmak üzere, iki eksenli bileşik eğilme ile 
zorlanan 4-1 kolonu için, doğru parçalarından 
oluşacak şekilde idealleştirilen zx MM −  karşı-
lıklı etki diyagramları Şekil 13’te verilmiştir. 
Burada, akma diyagramını oluşturan doğru par-
çaları betonun 002.0=coε  birim kısalmasına 
veya beton çeliğinin 0021.0=syε  birim uzama-
sına, taşıma kapasitesi diyagramını oluşturan 
doğru parçaları ise betonun 01.0=cuε  birim 
kısalmasına veya beton çeliğinin 10.0=suε  bi-
rim uzamasına karşı gelmektedir. Kolon kesiti-
nin akma ve taşıma kapasitesi diyagramları, 
normal kuvvetin 1800N kN= −  değeri için elde 
edilmişlerdir. 
 
M   (kNm)















Şekil 13. 4-1 Kolonunun idealleştirilmiş 
zx MM −  karşılıklı etki diyagramları 
 
4-1 kolonunda eğilme ve uzama şekildeğiş-
tirmeleri arasındaki bağıntı, Şekil 14’te verilen 

















Şekil 14. 4-1 Kolonunun idealleştirilmiş Mx-N 
akma diyagramı 
 
Her iki bakımdan doğrusal olmayan teoriye göre 
yapılan statik itme analizi sonucunda meydana 
gelen plastik kesitlerin sistem üzerindeki dağı-
lımı ve bunların oluşum sırası Şekil 15’te gö-
rülmektedir. 
 
Sistemin ikinci mertebe teorisine göre hesabı ile 
elde edilen yatay yük parametresi-yatay 
yerdeğiştirme (Py-δy) diyagramı Şekil 16’da ve-
rilmiştir. 
 











Şekil 15. Statik itme analizinde meydana gelen 
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Şekil 16.Yatay yük parametresi- yatay 
yerdeğiştirme (Py- yδ ) diyagramı 
 
Örnek 2 
Geometrisi ve düşey, yatay işletme yükleri Şekil 
17’de verilen altı katlı betonarme düzlem çerçe-
ve sistemin birinci ve ikinci mertebe teorilerine 
göre doğrusal olmayan analizleri yapılacak ve 
elde edilen sayısal sonuçlar karşılaştırılacaktır.   
 
Betonarme çerçeve sistemin beton ve beton çe-
liği sınıfları, sırasıyla C30 ve S420’dir. Yukarı-
da açıklanan sistem ve yükleme özellikleri esas 
alınarak, yapı sisteminin doğrusal olmayan sta-
tik itme analizleri yapılmıştır.   
 
Bu çalışma kapsamında geliştirilen IMNOSA 
bilgisayar programı ile yapılan analizler sonunda 
elde edilen yatay yük parametresi-yatay yer-
değiştirme diyagramları Şekil 18’de verilmiştir. 
İkinci mertebe teorisine göre hesapta, sistemin 
taşıma kapasitesinin sona erdiği PG2=1.397 ya-
tay yük parametresi için sistemde oluşan plastik 
kesitler ile kiriş ve kolonlarda oluşan ilk plastik 
kesitler ve taşıma kapasitesine ulaşan plastik 
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Şekil 17. Altı katlı betonarme düzlem çerçeve 
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Şekil 18. Birinci ve ikinci mertebe teorilerine ait 
yatay yük parametresi-yatay yerdeğiştirme di-
yagramları 
G. Aksoylu, E. Özer 
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Yapı sisteminin birinci ve ikinci mertebe 
teorilerine göre itme analizi sonucunda elde 








Şekil 19. İkinci mertebe teorisi için plastik  
kesitlerin dağılımı 
 













PG1 = 1.542 19 6 13 1.319 1.085 
PG2 = 1.397 19 5 14 1.280 1.059 
 
Sonuçlar 
Bu çalışmada elde edilen başlıca sonuçlar aşa-
ğıda açıklanmıştır. 
 
Betonarme yapı sistemlerinin dış yükler altında-
ki doğrusal olmayan davranışlarının incelenme-
si, taşıma kapasitelerinin bulunması ve deprem 
performanslarının değerlendirilmesi amacıyla 
kullanılmak üzere, bir artımsal analiz yöntemi 
geliştirilmiştir. Yöntemde betonarme yapı ele-
manlarının doğrusal olmayan davranışı ve geo-
metri değişimlerinin denge denklemlerine etkisi 
gözönüne alınmaktadır. 
Doğrusal olmayan şekildeğiştirmelerin plastik 
kesit adı verilen ve sınırlı plastik şekildeğiştirme 
kapasitesine sahip olan belirli kesitlerde toplan-
dığının gözönünde tutulduğu çalışmada, basit 
eğilme etkisindeki sistemlere uygulanmakta 
olan plastik mafsal hipotezi, bileşik iç kuvvet 
durumunu ve pekleşme, gevşeme (ani dayanım 
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